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Chương 1.

Mở đầu

Nghiên cứu về đối ngẫu và các điều kiện tối ưu của các bài toán tối

ưu hóa và các bài toán liên quan là một trong các chủ đề quan trọng

trong Lý thuyết tối ưu. Các dạng đạo hàm và đạo hàm suy rộng được sử

dụng trong các dạng bài toán đối ngẫu cung cấp các điều kiện để kiểm

tra nghiệm tối ưu của bài toán gốc cũng như đưa ra các giá trị cận trên

cho giá trị hàm mục tiêu của bài toán gốc, hỗ trợ cho việc xây dựng các

thuật toán tìm nghiệm. Các dạng đạo hàm và đạo hàm suy rộng cũng

được dùng để thiết lập các điều kiện tối ưu, qua đó cung cấp các thông

tin cần thiết để kiểm tra một điểm chấp nhận được là nghiệm, hỗ trợ

việc giải các bài toán tối ưu hóa và các bài toán liên quan cũng như các

điều kiện dừng trong các thuật toán tìm nghiệm.

Trong Chương 4 của luận án, dựa trên khái niệm trên đạo hàm tiếp

tuyến cấp cao của các ánh xạ đa trị, chúng tôi thảo luận tính đối ngẫu

cho bài toán tối ưu đa trị với ràng buộc hỗn hợp. Một số kết quả thu

được cải thiện những kết quả hiện có trong các tài liệu được nêu.

Trong Chương 5, chúng tôi nghiên cứu một dạng quan trọng trong

lớp các bài toán tối ưu hóa với tên gọi là bài toán tối ưu đa mục tiêu

nửa vô hạn với ràng buộc biến mất. Chúng tôi thiết lập cả hai mô hình

đối ngẫu Lagrange dạng vectơ và đối ngẫu Lagrange dạng vô hướng hóa

của bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến mất để

tìm các mối quan hệ đối ngẫu mạnh và đối ngẫu yếu giữa bài toán gốc

với bài toán đối ngẫu của chúng. Hơn nữa, chúng tôi khảo sát và thu

được một vài quan hệ đối ngẫu dưới các giả thiết lồi. Đối với mỗi mô

hình, chúng tôi xem xét các mối quan hệ giữa tính đối ngẫu mạnh và

điều kiện tối ưu điểm yên ngựa cho bài toán này.

Trong Chương 6 của luận án, chúng tôi thiết lập cả hai dạng gốc và

dạng đối ngẫu các điều kiện cần tối ưu cấp hai cho bài toán này bằng

cách sử dụng các định tính ràng buộc cấp hai dạng Abadie. Sau đó,

chúng tôi cũng đề xuất cả hai dạng gốc và đối ngẫu của các điều kiện

đủ tối ưu cấp hai cho bài toán. Hơn nữa, chúng tôi cũng xét nón tiếp

tuyến chiếu cấp hai bao gồm cả tập tiếp tuyến cấp hai và nón tiệm cận

cấp hai trong các định tính ràng buộc cấp hai.
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Chương 2.

Giới thiệu tổng quan về hướng nghiên cứu

Gần đây, nhiều loại đạo hàm suy rộng được đề xuất và áp dụng trong

nhiều chủ đề trong tối ưu đa trị như trên đạo hàm theo tia, mối quan

hệ giữa dưới vi phân yếu, đạo hàm theo hướng và trên đạo hàm theo tia

đối với các hàm không lồi, trên đạo hàm theo tia cấp cao,. . . Một vài kết

quả về các điều kiện tối ưu và đối ngẫu trong tối ưu đa trị cũng được

các tác giả nghiên cứu bằng cách sử dụng trên đạo hàm Studniarski suy

rộng cấp cao, trên đạo hàm yếu cấp cao và trên đạo hàm tiếp tuyến suy

rộng cấp hai mới. Tập tiếp tuyến cấp cao đã được giới thiệu, đây là dạng

tổng quát hơn khái niệm cổ điển về tập tiếp tuyến cấp hai và tập tiếp

tuyến cấp m mà không cần thiết m là một số nguyên. Khi đó, đạo hàm

tiếp tuyến cấp cao của các hàm qua cách tiếp cận hình học (sử dụng đồ

thị) thông qua tập tiếp tuyến cấp cao được định nghĩa với các áp dụng

cho các điều kiện tối ưu cấp cao. Cho đến nay, chưa có nhiều kết quả có

liên quan đến tập tiếp tuyến cấp cao và các ứng dụng của các tập này.

Một vấn đề khác, bài toán tối ưu hóa với ràng buộc biến mất được

sử dụng để xây dựng bài toán phân phối tối ưu, bài toán tìm đường đi

của robot hay bài toán điều khiển tối ưu ngắt mạch. Từ các ràng buộc

đặc trưng Hi(x) ≥ 0, Gi(x).Hi(x) ≤ 0, ràng buộc Gi(x) ≤ 0 biến mất

ngay khi Hi(x) = 0 xảy ra. Mặc dù bài toán này được giải bằng cách sử

dụng phương pháp quy hoạch phi tuyến trong một số trường hợp, nhưng

nói chung, nó không phải là trường hợp đặc biệt của bài toán quy hoạch

phi tuyến. Bên cạnh đó, bài toán này cũng không phải là trường hợp

đặc biệt của bài toán quy hoạch lồi bởi vì trong trường hợp tổng quát,

hàm tích G(x).H(x) không phải là hàm lồi. Các tác giả đã đề xuất bài

toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến mất (viết tắt

là MSIPVC) và khảo sát điều kiện tối ưu đủ dạng Karush-Kuhn-Tucker

(viết tắt là KKT) cho bài toán MSIPVC. Về đối ngẫu Lagrange, tiêu

chuẩn tối ưu điểm yên ngựa cho bài toán tối ưu đa mục tiêu cũng được

nhiều tác giả khảo sát. Các tác giả đã thiết lập đối ngẫu Lagrange cho

bài toán tối ưu đa mục tiêu dưới các giả thiết lồi và các điều kiện chính

quy xấp xỉ và được mở rộng bằng cách sử dụng các hàm dạng dưới gần
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lồi theo nón (cone-subconvexlike), đề xuất một số điều kiện cho sự tồn

tại của nhân tử Lagrange hoặc điểm yên ngựa yếu hay chỉ ra hai cách

tiếp cận đối ngẫu cho bài toán quy hoạch tuyến tính đa mục tiêu. Có

nhóm tác giả đã thiết lập mô hình đối ngẫu Lagrange và tiêu chuẩn tối

ưu điểm yên ngựa cho bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng, sau đó

được mở rộng các kết quả với cả hai dạng đối ngẫu Lagrange dạng vectơ

và đối ngẫu Lagrange dạng vô hướng. Tiêu chuẩn tối ưu điểm yên ngựa

cho bài toán tối ưu lồi đa mục tiêu nửa vô hạn cũng đã được đề xuất.

Tuy nhiên, chưa có kết quả khảo sát nào cho dạng đối ngẫu Lagrange

và tiêu chuẩn tối ưu điểm yên ngựa cho dạng bài toán MSIPVC.

Có nhiều bài báo về điều kiện tối ưu cấp hai cho các bài toán tối ưu

hóa. Điều kiện tối ưu cấp hai cho bài toán tối ưu đa mục tiêu với các

ràng buộc bất đẳng thức và các ràng buộc đẳng thức với định tính ràng

buộc cấp hai và các giả thiết lồi yếu đã được nghiên cứu. Bằng cách sử

dụng phép xấp xỉ cấp một và cấp hai như các đạo hàm suy rộng, cả hai

điều kiện cần và điều kiện đủ tối ưu của bài toán đa mục tiêu với ràng

buộc cân bằng và bài toán đa mục tiêu với các hàm phân thức đã được

thiết lập. Điều kiện cần KKT cấp hai ở cả hai dạng gốc và dạng đối

ngẫu cho các dạng bài toán tối ưu vectơ khả vi Fréchet liên tục đã được

nghiên cứu theo định tính ràng buộc dạng Abadie cấp hai. Tuy nhiên,

chúng tôi chưa thấy có bài báo nào thiết lập điều kiện cần và đủ tối ưu

cấp hai cho dạng bài toán tối ưu đa mục tiêu với ràng buộc biến mất

thông qua các định tính ràng buộc phù hợp.

Với động lực từ những lý luận trên, trong luận án này, chúng tôi

khảo sát tính đối ngẫu của bài toán tối ưu đa trị với ràng buộc hỗn hợp

bằng cách sử dụng trên đạo hàm tiếp tuyến cấp cao của các ánh xạ đa

trị. Một số kết quả thu được cải thiện được những kết quả hiện có trong

các tài liệu được nêu. Ở một lớp bài toán quan trọng khác, chúng tôi

tập trung vào việc kiểm tra tính đối ngẫu Lagrange và tiêu chuẩn tối

ưu điểm yên ngựa cho bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng

buộc biến mất. Chúng tôi cũng khảo sát các điều kiện cần và đủ tối ưu

cấp hai cho dạng bài toán tối ưu đa mục tiêu với ràng buộc biến mất

thông qua định tính ràng buộc dạng Abadie.
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Chương 3.

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi trình bày một số kiến thức cơ bản cũng

như các tính chất nền tảng để phục vụ cho các nghiên cứu trong các

chương sau.

3.1 Các khái niệm liên quan đến tập hợp

Định nghĩa 3.1. Với A là tập con khác rỗng của không gian định chuẩn

X và x̄ ∈ clA.

(i) Nón tiếp tuyến (còn gọi là nón tiếp tuyến Bouligand) cấp một của

A tại x̄ được xác định bởi

T (A, x̄) = {x ∈ X | ∃tk → 0+, xk → x : ∀k ∈ N, x̄+ tkxk ∈ A}.

(ii) Nón kề cấp một của A tại x̄ được xác định bởi

T ♭(A, x̄) = {x ∈ X | ∀tk → 0+, xk → x : ∀k ∈ N, x̄+ tkxk ∈ A}.

Định nghĩa 3.2. Cho A ⊂ X, A ̸= ∅, x̄ ∈ clA và v ∈ A.

(i) Tập tiếp tuyến cấp hai của A tại x̄ theo hướng v được xác định

bởi

T 2(A, x̄, v) =
{
x ∈ X | ∃tk → 0+, xk → x : ∀k ∈ N, x̄+tkv+t2kxk ∈ A

}
.

(ii) Tập kề cấp hai của A tại x̄ theo hướng v được xác định bởi

T ♭(2)(A, x̄, v) =
{
x ∈ X | ∀tk → 0+, xk → x : ∀k ∈ N, x̄+tkv+t2kxk ∈ A

}
.

(iii) Nón tiếp tuyến tiệm cận cấp hai của A tại x̄ theo hướng v được

định nghĩa bởi

T ′′(A, x̄, v) :=
{
x ∈ X | ∃(tk, rk) → (0+, 0+), ∃xk → x : ∀k ∈ N,

tk
rk

→ 0, x̄+ tkv +
1

2
tkrkxk ∈ A

}
.

4



(iv) Nón tiếp tuyến phép chiếu cấp hai của A tại x̄ theo hướng v được

xác định bởi

T̂ 2(A, x̄, v) :=
{
(x, s) ∈ X×R+ | ∃(tk, sk) → (0+, s), ∃xk → x :

∀k ∈ N,
tk
sk

→ 0+, x̄+ tkv +
1

2
s−1
k t2kxk ∈ A

}
.

3.2 Các khái niệm liên quan đến ánh xạ

Với X,Y là các không gian định chuẩn, ta xét F : X ⇒ Y là ánh xạ

đa trị từ X vào Y , C ⊆ Y là một nón lồi đóng.

Định nghĩa 3.6. Cho ánh xạ đa trị F : X ⇒ Y , (x̄, ȳ) ∈ grF . Trên

đạo hàm tiếp tuyến của F tại (x̄, ȳ) là một ánh xạ đơn trị EDF (x̄, ȳ) :

X → Y thỏa mãn

epiCEDF (x̄, ȳ) = T (epiCF, (x̄, ȳ)).

Trường hợp F ≡ f là một ánh xạ đơn trị, ta viết EDf(x̄) thay cho

EDF (x̄, f(x̄)).

Định nghĩa 3.7. Cho ánh xạ đa trị F : X ⇒ Y , (x̄, ȳ) ∈ grF và

(u, v) ∈ X × Y .

(i) Đạo hàm tiếp tuyến cấp hai của F tại (x̄, ȳ) theo hướng (u, v) là

ánh xạ đa trị D2F (x̄, ȳ, u, v) : X ⇒ Y thỏa mãn

grD2F (x̄, ȳ, u, v) := T 2(grF, (x̄, ȳ), (u, v)).

(ii) Đạo hàm kề cấp hai của F tại (x̄, ȳ) theo hướng (u, v) là ánh xạ

đa trị D♭(2)F (x̄, ȳ, u, v) : X ⇒ Y thỏa mãn

grD♭(2)F (x̄, ȳ, u, v) := T ♭(2)(grF, (x̄, ȳ), (u, v)).

(iii) Trên đạo hàm tiếp tuyến cấp hai của F tại (x̄, ȳ) theo hướng (u, v)

là ánh xạ đơn trị ED2F (x̄, ȳ, u, v) : X → Y thỏa mãn

epiCED2F (x̄, ȳ, u, v) := T 2(epiCF, (x̄, ȳ), (u, v)).
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3.3 Các bài toán tối ưu

Xét bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến mất

(P ) như sau

(P )


Rm
+ −Min f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)),

s.c. gt(x) ≤ 0, t ∈ T,

hi(x) = 0, i ∈ Ih := {1, . . . , q},
Hi(x) ≥ 0, Gi(x)Hi(x) ≤ 0, i ∈ Il := {1, . . . , l},

trong đó fi(i = 1, . . . ,m), gt(t ∈ T ), hi(i = 1, . . . , q) và Gi, Hi(i =

1, . . . , l) là các hàm khả vi liên tục từ Rn đến R. Tập chỉ số T là một tập

bất kỳ, khác rỗng, không nhất thiết hữu hạn. Tập nghiệm chấp nhận

được của bài toán (P ) có dạng

Ω := {x ∈ Rn | gt(x) ≤ 0(t ∈ T ), hi(x) = 0(i ∈ Ih), Hi(x) ≥
0, Gi(x)Hi(x) ≤ 0(i ∈ Il)}.

Kí hiệu R|T |
+ là tập hợp tất cả các hàm λ : T → R chỉ nhận giá trị

dương của λt tại hữu hạn các điểm của T và bằng 0 tại các điểm còn

lại. Với x̄ ∈ Ω cho trước, ta kí hiệu các tập

Ig(x̄) := {t ∈ T | gt(x̄) = 0},

Λ(x̄) := {λ ∈ R|T |
+ | λtgt(x̄) = 0, ∀t ∈ T}.

Với mỗi x̄ ∈ Ω, ta định nghĩa các tập chỉ số

I+0(x̄) :={i ∈ Il | Hi(x̄) > 0, Gi(x̄) = 0},
I+−(x̄) :={i ∈ Il | Hi(x̄) > 0, Gi(x̄) < 0},
I0+(x̄) :={i ∈ Il | Hi(x̄) = 0, Gi(x̄) > 0},
I00(x̄) :={i ∈ Il | Hi(x̄) = 0, Gi(x̄) = 0},
I0−(x̄) :={i ∈ Il | Hi(x̄) = 0, Gi(x̄) < 0}.

Định nghĩa 3.9. Điểm x̄ ∈ Ω được gọi là điểm dừng VC của bài toán

(P ) nếu và chỉ nếu tồn tại các nhân tử (α, λg, λh, λG, λH) ∈ Rm
+×Λ(x̄)×

Rq × Rl × Rl với
∑
i∈I

αi = 1, λH
I+(x̄) = 0, λH

I00(x̄)∪I0−(x̄) ≥ 0,
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λG
I+−(x̄)∪I0+(x̄)∪I0−(x̄) = 0 và λG

I+0(x̄)∪I00(x̄) ≥ 0 sao cho∑
i∈I

αi∇fi(x̄)+
∑
t∈T

λg
t∇gt(x̄)+

∑
i∈Ih

λh
i ∇hi(x̄)−

∑
i∈Il

λH
i ∇Hi(x̄)+

∑
i∈Il

λG
i ∇Gi(x̄) = 0.

Định nghĩa 3.10. Điều kiện (VC-ACQ) xảy ra tại x̄ ∈ Ω nếu ⋃
t∈Ig(x̄)

∇gt(x̄)

−

∩

(⋃
i∈Ih

∇hi(x̄)

)⊥

∩

 ⋃
i∈I0+(x̄)

∇Hi(x̄)

⊥

∩

 ⋃
i∈I00(x̄)∪I0−(x̄)

−∇Hi(x̄)

−

∩

 ⋃
i∈I+0(x̄)∪I00(x̄)

∇Gi(x̄)

−

⊆ T (Ω, x̄),

trong đó T (Ω, x̄) là nón tiếp tuyến cấp một của Ω tại x̄ đã được nhắc

lại trong Định nghĩa 3.1 với X = Rn.

3.4 Các định lý bổ trợ

Định lý 3.1. Cho A,B, C lần lượt là các ma trận có giá trị thực cấp

m × n, p × n, q × n và x ∈ Rn, α ∈ Rm, λ ∈ Rp, µ ∈ Rq, A là ma trận

khác ma trận không. Khi đó, chỉ có một trong hai hệ sau có nghiệm

(I)


⟨aTi , x⟩ < 0, i = 1, . . . ,m,

⟨bTj , x⟩ ≤ 0, j = 1, . . . , p,

⟨cTk , x⟩ = 0, k = 1, . . . , q,

(II)


m∑
i=1

αiai +
p∑

j=1
λjbj +

q∑
k=1

µkck = 0,

αi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, α ̸= 0, λj ≥ 0, j = 1, . . . , p,

trong đó ai ∈ Rn (bj , ck ∈ Rn), aTi (bTj , c
T
k ) lần lượt là dòng thứ i (thứ j

và thứ k) của ma trận A (B và C) và 0 là vectơ không trong Rn.
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Chương 4.

Đối ngẫu của bài toán tối ưu đa trị với ràng

buộc hỗn hợp

Trong chương này, dựa trên cơ sở sử dụng trên đạo hàm tiếp tuyến

cấp cao được đề xuất, chúng tôi nghiên cứu một vài kết quả điều kiện

tối ưu cho nghiệm hữu hiệu theo nghĩa Benson và quan hệ giữa bài toán

gốc và các dạng bài toán đối ngẫu. Một số kết quả thu được cải thiện

được những kết quả hiện có trong các tài liệu được nêu.

4.1 Tập tiếp tuyến cấp cao

Định nghĩa 4.1. Cho X là không gian định chuẩn, S ⊆ X, x0 ∈ clS,

u ∈ X và r ∈ R+.

(i) Tập tiếp tuyến cấp cao của tập S tại điểm x0 theo chỉ số r được

xác định bởi

T h
r (S, x0, u) :=

{
x ∈ X | ∃tk → 0+, ∃sk → 0+ : tks

−1
k → r,

∃xk → x, x0 + tku+ tkskxk ∈ S, ∀k ∈ N
}
.

(ii) Tập tiếp tuyến cấp cao liên thuộc (incident) của tập S tại điểm x0
theo chỉ số r được xác định bởi

T hi
r (S, x0, u) :=

{
x ∈ X | ∀tk → 0+, ∀sk → 0+ : tks

−1
k → r,

∃xk → x, x0 + tku+ tkskxk ∈ S,∀k ∈ N
}
.

4.2 Trên đạo hàm tiếp tuyến cấp cao

Định nghĩa 4.2. Cho ánh xạ đa trị F : X ⇒ Y , (x0, y0) ∈ grF ,

(u, v) ∈ X × Y và r ∈ R+. Trên đạo hàm tiếp tuyến cấp cao của F tại

(x0, y0) tương ứng với nón C theo hướng (u, v) theo chỉ số r là ánh xạ

đơn trị ECD
h
rF (x0, y0, u, v) : X → Y thỏa

epiCECD
h
rF (x0, y0, u, v) = T h

r (epiCF, (x0, y0), (u, v)).
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Đạo hàm tiếp tuyến cấp cao của ánh xạ đa trị F tại (x0, y0) theo

hướng (u, v) chỉ số r (kí hiệu là Dh
rF (x0, y0, u, v)), được định nghĩa bởi

grDh
rF (x0, y0, u, v) := T h

r (grF, (x0, y0), (u, v)).

Mệnh đề 4.4. Cho ánh xạ đa trị F : X ⇒ Y , (x0, y0) ∈ grF ,

(u, v) ∈ X ×Y , x ∈ X và r ∈ R+. Giả sử một trong hai điều kiện trong

Bổ đề 4.1 xảy ra và ECD
h
rF (x0, y0, u, v) tồn tại. Khi đó,

ECD
h
rF (x0, y0, u, v)(x) = MinCD

h
rF (x0, y0, u, v)(x).

Mệnh đề 4.5. Cho ánh xạ đa trị F : X ⇒ Y , (x0, y0) ∈ grF ,

(u, v) ∈ X × Y và r ∈ R+. Nếu ECD
h
rF (x0, y0, u, v) tồn tại, thì với

λ > 0,

λECD
h
rF (x0, y0, u, v)(x/λ) = ECD

h
λrF (x0, y0, u, v)(x)

= ECD
h
r/λF (x0, y0, λu, λv)(x). (4.4)

Với r = 0 hoặc r = ∞, ta có ECD
h
rF (x0, y0, u, v)(0) = {0} và

ECD
h
rF (x0, y0, u, v) thỏa tính thuần nhất dương. Hơn nữa, nếu epiCF

là tập lồi và (u, v) ∈ epiCF , thì ECD
h
rF (x0, y0, u−x0, v− y0) thỏa tính

dưới cộng tính.

Mệnh đề 4.6. Cho ánh xạ đa trị F : X ⇒ R, (x0, y0) ∈ grF ,

(u, v) ∈ X × Y và r ∈ R+. Giả sử tồn tại các hàm f, g : X → R sao

cho epiCg ⊆ T h
r (epiCF, (x0, y0), (u, v)) ⊆ epiCf . Khi đó,

ECD
h
rF (x0, y0, u, v)(x) = min

{
y ∈ R | (x, y) ∈ T h

r (epiCF, (x0, y0), (u, v))
}
.

(4.9)

4.3 Đối ngẫu của bài toán tối ưu đa trị với ràng buộc

hỗn hợp

Giả sử X,Y, Z và W là các không gian định chuẩn, C và D lần lượt

là các nón lồi đóng trong Y và Z với phần trong khác rỗng. Chúng tôi
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xét bài toán tối ưu với các ràng buộc hỗn hợp sau

(P1)


BMinC F (x),

s.c. x ∈ X,

G(x) ∩ (−D) ̸= ∅,
0 ∈ H(x),

trong đó F : X ⇒ Y , G : X ⇒ Z và H : X ⇒ W là các ánh xạ đa trị.

Đặt ΩP := {x ∈ X | G(x)∩ (−D) ̸= ∅, 0 ∈ H(x)}. Giả sử K := C ×
D×{0} là nón lồi đóng và nhọn trong Y ×Z×W và F(x) := (F,G,H)(x)

là ánh xạ đa trị từ X vào Y × Z ×W . Với r ∈ R+, ta kết hợp bài toán

(P1) với bài toán đối ngẫu hỗn hợp (DP ) như sau

max h(x, y, z, c∗, d∗, w∗) := y +
e

⟨c∗, e⟩
(1− δ)⟨d∗, z⟩,

⟨c∗, ŷ⟩+ ⟨d∗, ẑ⟩+ ⟨w∗, ŵ⟩ ≥ 0,

∀(ŷ, ẑ, ŵ) ∈ EKD
h
rF(x, y, z, 0, u− x, v − y, l − z, w)(S), (4.11)

δ⟨d∗, z⟩ ≥ 0, (4.12)

c∗ ∈ C∗ \ {0}, d∗ ∈ D∗, w∗ ∈ W ∗, (4.13)

trong đó (x, y, z) là điểm chấp nhận được của bài toán (P1), e ∈ −intC,

δ ∈ {0, 1}, (u, v, l, w) ∈ X×Y×Z×W và S := domEKD
h
rF(x, y, z, 0, u−

x, v− y, l− z, w). Khi δ = 0 và δ = 1, bài toán (DP ) lần lượt được quy

về bài toán đối ngẫu dạng Wolfe và bài toán đối ngẫu dạng Mond-Weir

tương ứng. Đặt

ΩDP :=
{
(x, y, z, c∗, d∗, w∗) | (x, y, z) là điểm chấp nhận được của (P1),

(x, y, z, c∗, d∗, w∗) thỏa mãn các điều kiện (4.11)−(4.13)
}

là tập chấp nhận được của bài toán (DP ), (x, y, z, c∗, d∗, w∗) được gọi

là nghiệm hữu hiệu chính thường theo nghĩa Benson của bài toán đối

ngẫu (DP ) nếu (x, y, z, c∗, d∗, w∗) ∈ ΩDP và clcone
(
h(ΩDP ) − C −

h(x, y, z, c∗, d∗, w∗)
)
∩ C = {0}.
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Định lý 4.1. (Đối ngẫu yếu) Cho r ∈ R+, (x0, y0, z0) và (x′, y′, z′, c∗, d∗, w∗)

lần lượt là điểm chấp nhận được của bài toán (P1) và bài toán đối ngẫu

(DP ). Giả sử (u, v, l, w) ∈ epiKF và epiKF là tập lồi. Khi đó,

h(x′, y′, z′, c∗, d∗, w∗)− y0 /∈ intC.

Bổ đề 4.3. Cho r ∈ R+, (v − y0, l − z0, w) ∈ −K và (x0, y0, z0)

là nghiệm hữu hiệu chính thường theo nghĩa Benson của bài toán (P1).

Nếu bất kỳ wk → 0 với wk ∈ H(xk), ta có với mọi k ∈ N, tồn tại k0 > k

sao cho 0 ∈ H(xk0
), thì

EKD
h
rF(x0, y0, z0, 0, u− x0, v − y0, l − z0, w)(S)

∩
(
(−intC)× (−intcone(D + z0))× {0}

)
= ∅. (4.18)

Định lý 4.2. (Đối ngẫu mạnh) Cho r ∈ R+ và các điều kiện trong

Định lý 4.1 và Bổ đề 4.3 thỏa. Giả sử các điều kiện sau đây được thỏa

mãn

(i) Tập EKD
h
rF(x0, y0, z0, 0, u− x0, v − y0, l− z0, w)(S) lồi với phần

trong khác rỗng,

(ii) coneED×{0}D
h
r (G,H)(x0, z0, 0, u − x0, l − z0, w)(S) + cone(D +

z0)× {0} = Z ×W .

Khi đó, tồn tại c∗ ∈ C∗\{0}, d∗ ∈ D∗, w∗ ∈ W ∗ sao cho (x0, y0, z0, c
∗, d∗, w∗)

là điểm chấp nhận được của bài toán đối ngẫu (DP ).

Hơn nữa, nếu với y ∈ C∩clcone
(
h(ΩDP )−C−h(x0, y0, z0, c

∗, d∗, w∗)
)
,

tồn tại α > 0 sao cho

d
(
y, cone

(
h(ΩDP )− h(x0, y0, z0, c

∗, d∗, w∗)
)
∩ intC

)
≤ αd(y, C),

(4.21)
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thì (x0, y0, z0, c
∗, d∗, w∗) là nghiệm hữu hiệu chính thường theo nghĩa

Benson của bài toán đối ngẫu (DP ).

Định lý 4.3. (Đối ngẫu ngược) Cho r ∈ R+ và (x0, y0, z0) là điểm chấp

nhận được của bài toán (P1). Giả sử tồn tại c∗ ∈ C∗ \ {0}, d∗ ∈ D∗,

w∗ ∈ W ∗ sao cho (x0, y0, z0, c
∗, d∗, w∗) là điểm chấp nhận được của bài

toán đối ngẫu (DP ) và các điều kiện trong Bổ đề 4.2 thỏa mãn. Nếu với

y ∈ (−C) ∩ clcone(F (ΩP ) + C − y0), tồn tại α > 0 sao cho

d
(
y, cone(F (ΩP )− y0) ∩ (−intC)

)
≤ αd(y,−C), (4.26)

thì (x0, y0, z0) là nghiệm hữu hiệu chính thường theo nghĩa Benson của

bài toán (P1).

4.4 Kết luận Chương 4

Trong chương này, chúng tôi đã giới thiệu khái niệm trên đạo hàm

tiếp tuyến cấp cao của các ánh xạ đa trị và nghiên cứu một vài tính

chất của khái niệm này. Thông qua khái niệm trên đạo hàm này, chúng

tôi thiết lập các kết quả đối ngẫu của bài toán tối ưu đa trị với ràng

buộc hỗn hợp. Một vài kết quả thu được cải thiện các kết quả tương ứng

trong các tài liệu được nêu. Nhiều ví dụ cũng được đưa ra để minh họa

cho các kết quả mà chúng tôi đã trình bày.

Hạn chế ở đây là các giả thiết được đưa ra khá phức tạp về mặt

kỹ thuật đối với các mở rộng có thể. Chúng tôi hy vọng rằng các cải

tiến này có thể thu được kết quả tốt hơn trong tương lai. Hơn nữa, đối

ngẫu dạng Mond-Weir là chủ đề rất thú vị trong thời gian gần đây, nó

được đề cập từ một khía cạnh khác. Do vậy, nghiên cứu các ứng dụng

đối ngẫu, đặc biệt là các phương pháp số, là cách tiếp cận đầy hứa hẹn

trong tương lai.
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Chương 5.

Đối ngẫu Lagrange và điều kiện tối ưu điểm

yên ngựa của bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa

vô hạn với ràng buộc biến mất

Trong chương này, chúng tôi thiết lập cả hai mô hình đối ngẫu La-

grange dạng vectơ và đối ngẫu Lagrange dạng vô hướng hóa của bài

toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến mất để tìm các

mối quan hệ đối ngẫu mạnh và đối ngẫu yếu giữa bài toán gốc với bài

toán đối ngẫu của chúng. Chúng tôi cũng khảo sát và thu được một vài

quan hệ đối ngẫu dưới các giả thiết lồi. Đối với mỗi mô hình, chúng tôi

xem xét các mối quan hệ giữa tính đối ngẫu mạnh và điều kiện tối ưu

điểm yên ngựa cho bài toán này.

5.1 Đối ngẫu Lagrange

Với bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến mất

(P ) được đề cập trong Chương 3, với λ := (λg, λh, λG, λH) ∈ R|T |
+ ×

Rq × Rl × Rl, e := (1, ..., 1) ∈ Rm, chúng tôi kí hiệu

L̂V (x, λ) := f(x)+

(∑
t∈T

λg
t gt(x) +

∑
i∈Ih

λh
i hi(x)−

∑
i∈Il

λH
i Hi(x) +

∑
i∈Il

λG
i Gi(x)

)
e,

là hàm vectơ Lagrange MSIPVC của bài toán (P ) và ánh xạ đối ngẫu

yếu đa trị ΦW : Rm ⇒ Rm với ΦW (λ) := WMinRm
+
{L̂V (x, λ) | x ∈ Ω}.

Chúng tôi xét mô hình đối ngẫu Lagrange yếu dạng vectơ phụ thuộc

vào điểm chấp nhận được x ∈ Ω của bài toán (P ) như sau

(WVDL(x)) Rm
+ −WMax ΦW (λ),

s.c. λg
T\Ig(x) ≥ 0, λG

I0+(x) ≤ 0,

λG
I+−(x)∪I0−(x) ≥ 0, λH

I+(x) ≥ 0.

Kí hiệu ΩWVDL(x) là tập nghiệm chấp nhận được của bài toán (WVDL(x))

ứng với điểm chấp nhận được x ∈ Ω.
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Mệnh đề 5.1. Với bất kỳ x ∈ Ω và y ∈
⋃

λ∈ΩWV DL(x)

ΦW (λ), ta có

f(x) ̸≺ y.

Mệnh đề 5.2. Giả sử x̄ ∈ Ω, λ̄ ∈ ΩWVDL(x̄) và f(x̄) ∈ ΦW (λ̄). Khi

đó,

(i) ȳ = f(x̄) là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán đối ngẫu (WVDL(x̄)).

(ii) Giả sử thêm rằng λ̄ ∈ ΩWVDL
. Khi đó, x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu

của bài toán gốc (P ).

Mệnh đề 5.3. Cho x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của bài toán

(P ) sao cho (VC-ACQ) xảy ra tại x̄ và ∆ là tập đóng. Giả sử fi(i ∈ I) là

các hàm lồi tại x̄ và gt(t ∈ I+g (x̄)), hi(i ∈ I+h (x̄)),−hi(i ∈ I−h (x̄)), Hi(i ∈
Î−0+(x̄)),−Hi(i ∈ Î+0+(x̄) ∪ Î+00(x̄) ∪ Î+0−(x̄)), Gi(i ∈ I++0(x̄) ∪ I+00(x̄)) là

các hàm lồi tại x̄. Khi đó, tồn tại các nhân tử λ̄ ∈ ΩWVDL(x̄) sao cho

f(x̄) ∈ ΦW (λ̄), và do đó, f(x̄) là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán đối

ngẫu (WVDL(x̄)).

Tương tự, với mô hình đối ngẫu Lagrange dạng vectơ phụ thuộc vào

điểm chấp nhận được x ∈ Ω của bài toán (P ), chúng tôi có các kết quả

như sau

Mệnh đề 5.4. Với x ∈ Ω và y ∈
⋃

λ∈ΩV DL(x)

Φ(λ), ta có f(x) ̸⪯ y.

Mệnh đề 5.5. Giả sử rằng x̄ ∈ Ω, λ̄ ∈ ΩV DL(x̄) và f(x̄) ∈ Φ(λ̄). Khi

đó,

(i) ȳ = f(x̄) là nghiệm hữu hiệu của bài toán đối ngẫu (V DL(x̄)).

(ii) Giả sử thêm rằng λ̄ ∈ ΩV DL
. Khi đó x̄ là nghiệm hữu hiệu của bài

toán gốc (P ).

Mệnh đề 5.6. Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu địa phương của bài toán (P )

sao cho điều kiện (VC-ACQ) xảy ra tại x̄ và ∆ đóng. Nếu fi(i ∈ I) là các

hàm lồi chặt tại x̄, gt(t ∈ I+g (x̄)), hi(i ∈ I+h (x̄)),−hi(i ∈ I−h (x̄)), Hi(i ∈
Î−0+(x̄)),−Hi(i ∈ Î+0+(x̄) ∪ Î+00(x̄) ∪ Î+0−(x̄)), Gi(i ∈ I++0(x̄) ∪ I+00(x̄)) là

các hàm lồi tại x̄. Khi đó tồn tại các nhân tử λ̄ ∈ ΩV DL(x̄) sao cho

f(x̄) ∈ Φ(λ̄), và do đó, f(x̄) là nghiệm hữu hiệu của bài toán đối ngẫu

(V DL(x̄)).

Với ᾱ ∈ Rm
+ cố định thỏa

∑
i∈I

ᾱi = 1 và λ := (λg, λh, λG, λH) ∈
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R|T |
+ ×Rq ×Rl×Rl, hàm Lagrange MSIPVC vô hướng hóa của bài toán

(P ) có dạng

L̂(x, ᾱ, λ) :=
∑
i∈I

ᾱifi(x)+
∑
t∈T

λg
t gt(x)+

∑
i∈Ih

λh
i hi(x)−

∑
i∈Il

λH
i Hi(x)+

∑
i∈Il

λG
i Gi(x),

trong đó ϕ(ᾱ, λ) := min
x∈Ω

L̂(x, ᾱ, λ) là ánh xạ đối ngẫu đơn trị vô hướng

hóa.

Chúng tôi đề xuất mô hình đối ngẫu Lagrange dạng vô hướng hóa

phụ thuộc vào điểm chấp nhận được x ∈ Ω của bài toán (P ) như sau

(DL(x, ᾱ)) maxϕ(ᾱ, λ),

s.c. λg
T\Ig(x) ≥ 0, λG

I0+(x) ≤ 0,

λG
I+−(x)∪I0−(x) ≥ 0, λH

I+(x) ≥ 0.

Đặt ΩDL(x,ᾱ) là miền chấp nhận được của bài toán (DL(x, ᾱ)) ứng với

điểm chấp nhận được x ∈ Ω.

Mệnh đề 5.7. Cho x là điểm chấp nhận được của bài toán (P ) và λ

là điểm chấp nhận được của bài toán đối ngẫu (DL(x, ᾱ)), khi đó

ϕ(ᾱ, λ) ≤
∑
i∈I

ᾱifi(x).

Mệnh đề 5.8. Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu địa phương yếu của bài toán

(P ) sao cho (VC-ACQ) xảy ra tại x̄ và ∆ là một tập đóng. Nếu fi(i ∈ I)

là các hàm lồi tại x̄, các hàm gt(t ∈ I+g (x̄)), hi(i ∈ I+h (x̄)),−hi(i ∈
I−h (x̄)), Hi(i ∈ Î−0+(x̄)), −Hi(i ∈ Î+0+(x̄) ∪ Î+00(x̄) ∪ Î+0−(x̄)), Gi(i ∈
I++0(x̄)∪ I+00(x̄)) lồi tại x̄. Khi đó, tồn tại ᾱ ∈ Rm

+ với
∑
i∈I

ᾱi = 1 sao cho

λ̄ là nghiệm tối ưu của bài toán (DL(x̄, ᾱ)) và
∑
i∈I

ᾱifi(x̄) = ϕ(ᾱ, λ̄).

5.2 Tiêu chuẩn tối ưu điểm yên ngựa

Định nghĩa 5.1.

(i) Điểm (x̄, λ̄) với x̄ ∈ Ω và λ̄ ∈ ΩWVDL(x̄) được gọi là điểm yên ngựa

yếu của hàm Lagrange L̂V nếu và chỉ nếu

L̂V (x, λ̄) ̸≺ L̂V (x̄, λ̄) ̸≺ L̂V (x̄, λ), ∀x ∈ Ω, ∀λ ∈ ΩWVDL(x̄).
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(ii) Điểm (x̄, λ̄) với x̄ ∈ Ω và λ̄ ∈ ΩV DL(x̄) được gọi là điểm yên ngựa

của hàm Lagrange L̂V nếu và chỉ nếu

L̂V (x, λ̄) ̸⪯ L̂V (x̄, λ̄) ̸⪯ L̂V (x̄, λ), ∀x ∈ Ω, ∀λ ∈ ΩV DL(x̄).

Mệnh đề 5.9. (i) Giả sử các giả thiết của Mệnh đề 5.3 thỏa mãn. Nếu

x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (P ), thì tồn tại λ̄ ∈ ΩWVDL(x̄)

sao cho (x̄, λ̄) là điểm yên ngựa yếu của hàm L̂V .

(ii) Nếu (x̄, λ̄) ∈ Ω× ΩWVDL(x̄) là điểm yên ngựa yếu của hàm L̂V , thì

f(x̄) ∈ ΦW (λ̄), trong đó x̄ và f(x̄) lần lượt là nghiệm hữu hiệu yếu của

bài toán gốc (P ) và bài toán đối ngẫu (WVDL(x̄)).

Mệnh đề 5.10. Giả sử x̄ ∈ Ω là điểm dừng VC của bài toán (P ) với

mỗi ᾱ ∈ Rm
+ thỏa

∑
i∈I

ᾱi = 1. Giả sử rằng fi(i ∈ I), gt(t ∈ I+g (x̄)), hi(i ∈

I+h (x̄)),−hi(i ∈ I−h (x̄)), Hi(i ∈ Î−0+(x̄)),−Hi(i ∈ Î+0+(x̄) ∪ Î+00(x̄) ∪
Î+0−(x̄)), Gi(i ∈ I++0(x̄) ∪ I+00(x̄)) là các hàm lồi tại x̄. Khi đó tồn tại

λ̄ ∈ Λ(x̄)× Rq × Rl × Rl sao cho (x̄, λ̄) là điểm yên ngựa yếu của hàm

L̂V .

Mệnh đề 5.11. (i) Giả sử rằng các giả thiết của Mệnh đề 5.6 thỏa

mãn. Nếu x̄ là nghiệm hữu hiệu địa phương của bài toán (P ), khi đó

tồn tại các nhân tử λ̄ = (λ̄g, λ̄h, λ̄G, λ̄H) ∈ Λ(x̄)×Rq ×Rl ×Rl sao cho

(x̄, λ̄) là điểm yên ngựa của hàm L̂V .

(ii) Nếu (x̄, λ̄) ∈ Ω×ΩV DL(x̄) là điểm yên ngựa của hàm L̂V thì f(x̄) ∈
Φ(λ̄), trong đó x̄ và f(x̄) lần lượt là các nghiệm hữu hiệu của bài toán

gốc (P ) và bài toán đối ngẫu (V DL(x̄)).

Mệnh đề 5.12. Cho x̄ ∈ Ω là điểm dừng VC của bài toán (P ) với

mỗi ᾱ ∈ Rm
+ thỏa

∑
i∈I

ᾱi = 1. Giả sử fi(i ∈ I) là các hàm lồi chặt

tại x̄, các hàm gt(t ∈ I+g (x̄)), hi(i ∈ I+h (x̄)),−hi(i ∈ I−h (x̄)), Hi(i ∈
Î−0+(x̄)),−Hi(i ∈ Î+0+(x̄) ∪ Î+00(x̄) ∪ Î+0−(x̄)), Gi(i ∈ I++0(x̄) ∪ I+00(x̄)) lồi

tại x̄. Khi đó, tồn tại λ̄ ∈ Λ(x̄) × Rq × Rl × Rl sao cho (x̄, λ̄) là điểm

yên ngựa của hàm L̂V .

Định nghĩa 5.2. Cho ᾱ ∈ Rm
+ với

∑
i∈I

ᾱi = 1 là một điểm cố định.

Điểm (x̄, λ̄), với x̄ ∈ Ω và λ̄ ∈ ΩDL(x̄,ᾱ), được gọi là điểm yên ngựa của
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hàm Lagrange L̂ nếu và chỉ nếu

L̂(x̄, ᾱ, λ) ≤ L̂(x̄, ᾱ, λ̄) ≤ L̂(x, ᾱ, λ̄),∀x ∈ Ω,∀λ ∈ ΩDL(x̄,ᾱ).

Mệnh đề 5.13. (i) Giả sử x̄ là nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của

bài toán (P ) và các giả thiết của Mệnh đề 5.8 thỏa mãn. Khi đó, tồn tại

λ̄ = (λ̄g, λ̄h, λ̄G, λ̄H) ∈ Λ(x̄)× Rq × Rl × Rl sao cho (x̄, λ̄) là điểm yên

ngựa của hàm L̂.

(ii) Nếu (x̄, λ̄) ∈ Ω× ΩDL(x̄,ᾱ) là điểm yên ngựa của hàm L̂, tập Ω lồi,

fi(i ∈ I) là các hàm lồi và ᾱi > 0 với mọi i ∈ I, thì ϕ(ᾱ, λ̄) =
∑
i∈I

ᾱifi(x̄),

trong đó x̄ là nghiệm hữu hiệu chính thường của bài toán gốc (P ) và λ̄

là nghiệm tối ưu của bài toán đối ngẫu (DL(x̄, ᾱ)).

Mệnh đề 5.14. Giả sử x̄ ∈ Ω là điểm dừng VC của bài toán (P ) với

mỗi ᾱ ∈ Rm
+ sao cho

∑
i∈I

ᾱi = 1. Giả sử rằng fi(i ∈ I), gt(t ∈ I+g (x̄)),

hi(i ∈ I+h (x̄)),−hi(i ∈ I−h (x̄)), Hi(i ∈ Î−0+(x̄)), −Hi(i ∈ Î+0+(x̄) ∪
Î+00(x̄) ∪ Î+0−(x̄)), Gi(i ∈ I++0(x̄) ∪ I+00(x̄)) là các hàm lồi tại x̄. Khi

đó, tồn tại λ̄ ∈ Λ(x̄)×Rq ×Rl×Rl sao cho (x̄, λ̄) là điểm yên ngựa của

hàm L̂.

5.3 Kết luận Chương 5

Trong chương này, chúng tôi đã thiết lập cả hai mô hình đối ngẫu

Lagrange dạng vectơ và đối ngẫu Lagrange dạng vô hướng hóa cho bài

toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến mất để tìm các

mối quan hệ đối ngẫu mạnh và đối ngẫu yếu giữa bài toán gốc với bài

toán đối ngẫu của chúng. Hơn nữa, chúng tôi đã khảo sát và thu được

một vài quan hệ đối ngẫu dưới các giả thiết lồi. Đối với mỗi mô hình,

chúng tôi xem xét các mối quan hệ giữa tính đối ngẫu mạnh và điều

kiện tối ưu điểm yên ngựa cho bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn

với ràng buộc biến mất. Chúng tôi cũng minh họa các kết quả chính

bằng các ví dụ phù hợp. Việc xem xét các điều kiện tối ưu và đối ngẫu

Lagrange cho bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến

mất bằng cách sử dụng trên đồ thị của các hàm liên hợp có thể là những

chủ đề thú vị cho nghiên cứu trong tương lai.
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Chương 6.

Điều kiện tối ưu cấp hai của bài toán tối ưu đa

mục tiêu với ràng buộc biến mất

Trong chương này, chúng tôi tập trung nghiên cứu điều kiện tối ưu

cần và đủ cấp hai cho cả hai dạng gốc và dạng đối ngẫu cho bài toán

tối ưu đa mục tiêu với ràng buộc biến mất. Xét bài toán (P ′) như sau

(P ′)


Rm
+ −min f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)),

s.c. gi(x) ≤ 0, i ∈ J := {1, . . . , p},
hi(x) = 0, i ∈ Ih := {1, . . . , q},
Hi(x) ≥ 0, Gi(x)Hi(x) ≤ 0, i ∈ Il := {1, . . . , l},

trong đó fi(i ∈ I = {1, . . . ,m}), gi(i ∈ J) (hữu hạn), hi(i ∈ Ih) và

Gi, Hi(i ∈ Il) là các hàm khả vi liên tục cấp hai từ Rn vào R. Tập
nghiệm chấp nhận được của bài toán (P ′) có dạng

Ω′ := {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0(i ∈ J), hi(x) = 0(i ∈ Ih),

Hi(x) ≥ 0, Gi(x)Hi(x) ≤ 0(i ∈ Il)}.

Các tập chỉ số được kí hiệu giống như tập chỉ số được sử dụng trong

bài toán (P ) ở Chương 5, chỉ khác các tập sau

I ′g(x̄) := {i ∈ J | gi(x̄) = 0},

Λ′(x̄) := {λ ∈ Rp
+ | λigi(x̄) = 0,∀i ∈ I ′g}.

6.1 Điều kiện cần tối ưu cấp hai

Với x̄ ∈ Ω′ và v ∈ L(x̄), chúng tôi định nghĩa các tập chỉ số

Ig(x̄, v) = {i ∈ I ′g | ⟨∇gi(x̄), v⟩ = 0} ⊆ I ′g,

Î00(x̄, v) = {i ∈ I00 | ⟨∇Hi(x̄), v⟩ = 0} ⊆ I00,

I00(x̄, v) = {i ∈ I00 | ⟨∇Gi(x̄), v⟩ = 0} ⊆ I00,
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I0−(x̄, v) = {i ∈ I0− | ⟨∇Hi(x̄), v⟩ = 0} ⊆ I0−,

I+0(x̄, v) = {i ∈ I+0 | ⟨∇Gi(x̄), v⟩ = 0} ⊆ I+0.

Định nghĩa 6.3. Cho x̄ ∈ Ω′ và v ∈ L(x̄).
(i) Nón tuyến tính hóa cấp hai của Ω′ tại x̄ theo hướng v được định
nghĩa bởi

L̂
2
(x̄, v) :=


(d, s) ∈ Rn × R+ :

⟨∇gi(x̄), d⟩ + s
〈
∇2gi(x̄)v, v

〉
≤ 0, ∀i ∈ Ig(x̄, v),

⟨−∇Hi(x̄), d⟩ + s
〈
−∇2Hi(x̄)v, v

〉
≤ 0, ∀i ∈ Î00(x̄, v) ∪ I0−(x̄, v),

⟨∇Gi(x̄), d⟩ + s
〈
∇2Gi(x̄)v, v

〉
≤ 0, ∀i ∈ I+0(x̄, v),

⟨∇hi(x̄), d⟩ + s
〈
∇2hi(x̄)v, v

〉
= 0, ∀i ∈ Ih,

⟨∇Hi(x̄), d⟩ + s
〈
∇2Hi(x̄)v, v

〉
= 0, ∀i ∈ I0+.


.

(ii) Nón tuyến tính hóa cấp hai dạng VC của Ω′ tại x̄ theo hướng v

được xác định bởi

L̂2
V C(x̄, v) = L̂2(x̄, v)

∩{(d, s) ∈ Rn×R+ | ⟨∇Gi(x̄), d⟩+s
〈
∇2Gi(x̄)v, v

〉
≤ 0,∀i ∈ I00(x̄, v)}.

Mệnh đề 6.1. Nếu x̄ ∈ Ω′ và v ∈ T (Ω′, x̄) thì T̂ 2(Ω′, x̄, v) ⊆ L̂2(x̄, v).

Định nghĩa 6.4.

(i) Định tính ràng buộc dạng Abadie cấp hai (viết tắt là SACQ) xảy

ra tại x̄ theo hướng v ∈ T (Ω′, x̄) nếu L̂2(x̄, v) ⊆ T̂ 2(Ω′, x̄, v).

(ii) Định tính ràng buộc biến mất dạng Abadie cấp hai (viết tắt là

SVC-ACQ) xảy ra tại x̄ theo hướng v ∈ T (Ω′, x̄) nếu L̂2
V C(x̄, v) ⊆

T̂ 2(Ω′, x̄, v).

Chúng ta nói rằng (SACQ) (tương ứng, (SVC-ACQ)) xảy ra tại x̄ nếu

(SACQ) (tương ứng, (SVC-ACQ)) xảy ra tại x̄ theo hướng v ∈ T (Ω′, x̄).

Mệnh đề 6.2. (Điều kiện cần dạng gốc) Cho x̄ ∈ Ω′ là nghiệm hữu

hiệu yếu địa phương của bài toán (P ′).

(i) Nếu (SACQ) xảy ra tại x̄ theo hướng tới hạn v ∈ (ĈT (x̄)\C0(f, x̄)) \
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{0}, thì không tồn tại (d, s) ∈ Rn × R+ sao cho hệ sau thỏa mãn

⟨∇fi(x̄), d⟩+ s⟨∇2fi(x̄)v, v⟩ < 0, ∀i ∈ I(x̄, v),

⟨∇gi(x̄), d⟩+ s⟨∇2gi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ Ig(x̄, v),

−
(
⟨∇Hi(x̄), d⟩+ s⟨∇2Hi(x̄)v, v⟩

)
≤ 0, ∀i ∈ Î00(x̄, v) ∪ I0−(x̄, v),

⟨∇Gi(x̄), d⟩+ s⟨∇2Gi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ I+0(x̄, v),

⟨∇hi(x̄), d⟩+ s⟨∇2hi(x̄)v, v⟩ = 0, ∀i ∈ Ih,

⟨∇Hi(x̄), d⟩+ s⟨∇2Hi(x̄)v, v⟩ = 0, ∀i ∈ I0+.

(6.11)

(ii) Nếu (SVC-ACQ) xảy ra tại x̄ theo hướng tới hạn v ∈ (ĈT (V C)(x̄)\C0(f, x̄))\

{0}, thì không tồn tại (d, s) ∈ Rn × R+ sao cho hệ sau thỏa mãn

⟨∇fi(x̄), d⟩+ s⟨∇2fi(x̄)v, v⟩ < 0, ∀i ∈ I(x̄, v),

⟨∇gi(x̄), d⟩+ s⟨∇2gi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ Ig(x̄, v),

−
(
⟨∇Hi(x̄), d⟩+ s⟨∇2Hi(x̄)v, v⟩

)
≤ 0, ∀i ∈ Î00(x̄, v) ∪ I0−(x̄, v),

⟨∇Gi(x̄), d⟩+ s⟨∇2Gi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ I+0(x̄, v) ∪ I00(x̄, v),

⟨∇hi(x̄), d⟩+ s⟨∇2hi(x̄)v, v⟩ = 0, ∀i ∈ Ih,

⟨∇Hi(x̄), d⟩+ s⟨∇2Hi(x̄)v, v⟩ = 0, ∀i ∈ I0+.

(6.12)

Định nghĩa 6.5. Cho x̄ ∈ Ω′.

(i) Giả sử x̄ là điểm dừng mạnh của bài toán (P ′). Tập tất cả các nhân

tử mạnh (α, λg, λh, λG, λH) ứng với điểm x̄ được xác định bởi

M(x̄) := {(α, λg, λh, λG, λH) ∈ Rm
+ × Λ(x̄)× Rq × Rl × Rl \ {0} |

λH
I+

= 0, λH
I00∪I0− ≥ 0, λG

I+−∪I0 = 0, λG
I+0

≥ 0,∑
i∈I

αi∇fi(x̄)+
∑
i∈J

λg
i∇gi(x̄)+

∑
i∈Ih

λh
i ∇hi(x̄)−

∑
i∈Il

λH
i ∇Hi(x̄)+

∑
i∈Il

λG
i ∇Gi(x̄) = 0}.

(6.14)
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(ii) Giả sử x̄ là điểm dừng VC của bài toán (P ′). Tập các nhân tử VC

(α, λg, λh, λG, λH) ứng với điểm x̄ được xác định bởi

MV C(x̄) := {(α, λg, λh, λG, λH) ∈ Rm
+ × Λ(x̄)× Rq × Rl × Rl \ {0} |

λH
I+

= 0, λH
I00∪I0− ≥ 0, λG

I+−∪I0+∪I0− = 0, λG
I+0∪I00 ≥ 0,∑

i∈I

αi∇fi(x̄)+
∑
i∈J

λg
i∇gi(x̄)+

∑
i∈Ih

λh
i ∇hi(x̄)−

∑
i∈Il

λH
i ∇Hi(x̄)+

∑
i∈Il

λG
i ∇Gi(x̄) = 0}.

(6.15)
Với v ∈ L(x̄), ta kí hiệu M(x̄, v) (tương ứng, MV C(x̄, v)) là tập tất cả

các nhân tử (α, λg, λh, λG, λH) ∈ M(x̄) (tương ứng, MV C(x̄)), mà nó

phụ thuộc vào hướng v.
Mệnh đề 6.3. (Điều kiện cần đối ngẫu) Cho x̄ ∈ Ω′ là nghiệm hữu
hiệu yếu địa phương của bài toán (P ′).

(i) Nếu v ∈ (ĈT (x̄)\C0(f, x̄)) \ {0} và (SACQ) xảy ra tại (x̄, v), thì tồn
tại (α, λg, λh, λG, λH) ∈ M(x̄, v) sao cho

〈( ∑
i∈I

αi∇
2
fi(x̄)+

∑
i∈J

λ
g
i ∇

2
gi(x̄)+

∑
i∈Ih

λ
h
i ∇2

hi(x̄)−
∑
i∈Il

λ
H
i ∇2

Hi(x̄)+
∑
i∈Il

λ
G
i ∇2

Gi(x̄)
)
v, v

〉
≥ 0.

(6.16)

(ii) Nếu v ∈ (ĈT (V C)(x̄)\C0(f, x̄))\{0} và (SVC-ACQ) xảy ra tại (x̄, v),

thì tồn tại (α, λg, λh, λG, λH) ∈ MV C(x̄, v) sao cho (6.16) xảy ra.

6.2 Điều kiện đủ tối ưu cấp hai

Mệnh đề 6.4. (Điều kiện đủ dạng đối ngẫu) Cho x̄ ∈ Ω′ là điểm chấp

nhận được của bài toán (P ′). Nếu với mỗi hướng tới hạn v ∈ ĈT (x̄)\{0},
tồn tại các nhân tử (α, λg, λh, λG, λH) ∈ M(x̄, v) sao cho

〈( ∑
i∈I

αi∇
2
fi(x̄)+

∑
i∈I′g

λ
g
i ∇

2
gi(x̄)+

∑
i∈Ih

λ
h
i ∇2

hi(x̄)−
∑
i∈Il

λ
H
i ∇2

Hi(x̄)+
∑
i∈Il

λ
G
i ∇2

Gi(x̄)
)
v, v

〉
> 0.

(6.21)

thì x̄ là nghiệm hữu hiệu địa phương của bài toán (P ′).
Mệnh đề 6.5. (Điều kiện đủ dạng đối ngẫu) Cho x̄ ∈ Ω′ là nghiệm
chấp nhận được của bài toán (P ′). Nếu với mỗi hướng tới hạn v ∈
ĈT (V C)(x̄)\{0}, tồn tại nhân tử (α, λg, λh, λG, λH) ∈ MV C(x̄, v) sao
cho

〈( ∑
i∈I

αi∇
2
fi(x̄)+

∑
i∈I′g

λ
g
i ∇

2
gi(x̄)+

∑
i∈Ih

λ
h
i ∇2

hi(x̄)−
∑
i∈Il

λ
H
i ∇2

Hi(x̄)+
∑
i∈Il

λ
G
i ∇2

Gi(x̄)
)
v, v

〉
> 0.

(6.25)
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thì x̄ là nghiệm hữu hiệu địa phương của bài toán (P ′).

Mệnh đề 6.6. (Điều kiện đủ dạng gốc) Cho x̄ ∈ Ω′ là điểm chấp nhận

được của bài toán (P ′). Nếu với mỗi hướng tới hạn v ∈ ĈT (x̄)\{0}, hệ

sau không có nghiệm d ∈ Rn

⟨∇fi(x̄), d⟩+ ⟨∇2fi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ I(x̄, v),

⟨∇gi(x̄), d⟩+ ⟨∇2gi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ Ig(x̄, v),

−
(
⟨∇Hi(x̄), d⟩+ ⟨∇2Hi(x̄)v, v⟩

)
≤ 0, ∀i ∈ Î00(x̄, v) ∪ I0−(x̄, v),

⟨∇Gi(x̄), d⟩+ ⟨∇2Gi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ I+0(x̄, v),

⟨∇hi(x̄), d⟩+ ⟨∇2hi(x̄)v, v⟩ = 0, ∀i ∈ Ih,

⟨∇Hi(x̄), d⟩+ ⟨∇2Hi(x̄)v, v⟩ = 0, ∀i ∈ I0+.

(6.28)

Khi đó, x̄ là nghiệm hữu hiệu địa phương của bài toán (P ′).

Mệnh đề 6.7. (Điều kiện đủ dạng gốc) Cho x̄ ∈ Ω′ là một điểm

chấp nhận được của bài toán (P ′). Nếu với mỗi hướng tới hạn v ∈

ĈT (V C)(x̄)\{0}, hệ sau không có nghiệm d ∈ Rn

⟨∇fi(x̄), d⟩+ ⟨∇2fi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ I(x̄, v),

⟨∇gi(x̄), d⟩+ ⟨∇2gi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ Ig(x̄, v),

−
(
⟨∇Hi(x̄), d⟩+ ⟨∇2Hi(x̄)v, v⟩

)
≤ 0, ∀i ∈ Î00(x̄, v) ∪ I0−(x̄, v),

⟨∇Gi(x̄), d⟩+ ⟨∇2Gi(x̄)v, v⟩ ≤ 0, ∀i ∈ I+0(x̄, v) ∪ I00(x̄, v),

⟨∇hi(x̄), d⟩+ ⟨∇2hi(x̄)v, v⟩ = 0, ∀i ∈ Ih,

⟨∇Hi(x̄), d⟩+ ⟨∇2Hi(x̄)v, v⟩ = 0, ∀i ∈ I0+,

(6.29)

thì x̄ là nghiệm hữu hiệu địa phương của bài toán (P ′).
Mệnh đề 6.8. Giả sử fi(i ∈ I), gi(i ∈ I ′g),−Hi(i ∈ I00 ∪ I0−), Gi(i ∈
I+0) là các hàm tựa lồi tại x̄ và hi(i ∈ Ih), Hi(i ∈ I0+) tựa tuyến tính
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tại x̄. Hơn nữa, giả sử rằng với mỗi hướng d ̸= 0, tồn tại các nhân tử
(ᾱ, λ̄g, λ̄h, λ̄G, λ̄H) ∈ M(x̄, d) sao cho

〈( ∑
i∈I

ᾱi∇
2
fi(x̄)+

∑
i∈J

λ̄
g
i ∇

2
gi(x̄)+

∑
i∈Ih

λ̄
h
i ∇2

hi(x̄)−
∑
i∈Il

λ̄
H
i ∇2

Hi(x̄)+
∑
i∈Il

λ̄
G
i ∇2

Gi(x̄)
)
d, d

〉
> 0.

(6.30)

Khi đó, x̄ là nghiệm hữu hiệu của bài toán (P ′).
Mệnh đề 6.9. Giả sử fi(i ∈ I), gi(i ∈ I ′g),−Hi(i ∈ I00 ∪ I0−), Gi(i ∈
I+0 ∪ I00) là các hàm tựa lồi tại x̄ và hi(i ∈ Ih), Hi(i ∈ I0+) là các
hàm tựa tuyến tính tại x̄. Hơn nữa, giả sử với mỗi hướng d ̸= 0, tồn tại
(ᾱ, λ̄g, λ̄h, λ̄G, λ̄H) ∈ MV C(x̄, d) sao cho

〈( ∑
i∈I

ᾱi∇
2
fi(x̄)+

∑
i∈J

λ̄
g
i ∇

2
gi(x̄)+

∑
i∈Ih

λ̄
h
i ∇2

hi(x̄)−
∑
i∈Il

λ̄
H
i ∇2

Hi(x̄)+
∑
i∈Il

λ̄
G
i ∇2

Gi(x̄)
)
d, d

〉
> 0.

(6.32)

Khi đó, x̄ là nghiệm hữu hiệu của bài toán (P ′).

6.3 Kết luận Chương 6

Trong chương này, chúng tôi đã thiết lập được cả hai dạng gốc và

đối ngẫu điều kiện cần tối ưu cấp hai cho bài toán tối ưu đa mục tiêu

với ràng buộc biến mất bằng cách sử dụng định tính ràng buộc cấp hai

(SACQ) và (SVC-ACQ). Sau đó, chúng tôi đề xuất cả hai dạng gốc và

đối ngẫu của các điều kiện đủ tối ưu cấp hai cho bài toán này. Tính hợp

lệ của các kết quả này cũng được kiểm tra lại bằng các ví dụ cụ thể.

Theo tìm hiểu của chúng tôi, đây là các kết quả đầu tiên xem xét điều

kiện tối ưu cấp hai cho bài toán tối ưu đa mục tiêu với ràng buộc biến

mất. Hơn nữa, chúng tôi cũng xét nón tiếp tuyến chiếu cấp hai bao gồm

cả tập tiếp tuyến cấp hai và nón tiệm cận cấp hai trong các định tính

ràng buộc cấp hai.
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Chương 7.
Kết luận và kiến nghị

Trong luận án này, chúng tôi đề xuất khái niệm trên đạo hàm tiếp

tuyến cấp cao (Định nghĩa 4.2), các tính chất cơ bản của khái niệm này

(Mệnh đề 4.4, 4.5 và 4.6). Áp dụng trên đạo hàm tiếp tuyến cấp cao cho

lớp bài toán này để nghiên cứu nghiệm chính thường theo nghĩa Benson,

nghiên cứu các quan hệ đối ngẫu yếu, đối ngẫu mạnh, đối ngẫu ngược

(Định lý 4.1, 4.2, 4.3, Hệ quả 4.2) giữa bài toán gốc và các bài toán đối

ngẫu dạng Wolfe và đối ngẫu dạng Mond-Weir.

Chúng tôi thiết lập các mô hình đối ngẫu Lagrange dạng vectơ và

đối ngẫu Lagrange dạng vô hướng hóa để tìm các mối quan hệ đối ngẫu

mạnh và đối ngẫu yếu giữa bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với

ràng buộc biến mất với bài toán đối ngẫu (Mệnh đề 5.1, 5.2, 5.4, 5.5

và 5.7). Khảo sát và thu được quan hệ đối ngẫu dưới các giả thiết lồi

(Mệnh đề 5.3, 5.6 và 5.8). Đối với mỗi mô hình, chúng tôi xem xét các

mối quan hệ giữa tính đối ngẫu mạnh và điều kiện tối ưu điểm yên ngựa

cho các dạng bài toán này (Mệnh đề 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13 và 5.14).

Chúng tôi thiết lập cả hai dạng gốc và đối ngẫu điều kiện tối ưu cần

cấp hai (Mệnh đề 6.2 và 6.3) cho bài toán tối ưu đa mục tiêu với ràng

buộc biến mất bằng cách sử dụng định tính ràng buộc cấp hai (SACQ)

và (SVC-ACQ). Đề xuất cả hai dạng gốc và đối ngẫu của điều kiện đủ

tối ưu cấp hai cho bài toán này (Mệnh đề 6.4, 6.5, 6.6 và 6.7). Chúng tôi

đưa ra điều kiện đủ tối ưu cấp hai cho điểm chấp nhận được là nghiệm

hữu hiệu của bài toán với hướng bất kỳ (Mệnh đề 6.8 và 6.9).

Trong thời gian tới, chúng tôi tiếp tục nghiên cứu các phép toán của

trên đạo hàm tiếp tuyến cấp cao cho ánh xạ đa trị. Ngoài ra, chúng tôi

cũng tiếp tục nghiên cứu các điều kiện tối ưu và đối ngẫu Lagrange cho

bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến mất bằng

cách sử dụng trên đồ thị của các hàm liên hợp với công cụ là các đạo

hàm suy rộng khác của ánh xạ đơn trị. Các kết quả về điều kiện đối

ngẫu Lagrange, điều kiện tối ưu điểm yên ngựa, các điều kiện tối ưu cấp

hai,. . . cũng có thể được khái quát hóa cho các bài toán tối ưu đa mục

tiêu không trơn với ràng buộc biến mất và ràng buộc cân bằng.

24



DANH MỤC CÁC CÔNG TRÌNH KHOA HỌC

[A1] Tran Thien Khai, Nguyen Le Hoang Anh, Nguyen Manh Truong

Giang (2021). Higher-order tangent epiderivatives and applications

to duality in set-valued optimization. Positivity, 25, 1699–1720.

[A2] Le Thanh Tung, Dang Hoang Tam, Tran Thien Khai (2024).

Lagrange duality and Saddle point optimality conditions for mul-

tiobjective semi-infinite programming with vanishing constraints.

Numerical Functional Analysis and Optimization, 45(1), 44–81.

[A3] Le Thanh Tung, Tran Thien Khai, Trinh Tung (2023). Second-

order optimality conditions for multiobjective programming with

vanishing constraints. Submitted to Computational and Applied

Mathematics.


	Chương  Mở đầu
	Chương  Giới thiệu tổng quan về hướng nghiên cứu
	Chương  Kiến thức chuẩn bị
	Các khái niệm liên quan đến tập hợp
	Các khái niệm liên quan đến ánh xạ
	Các bài toán tối ưu
	Các định lý bổ trợ

	Chương  Đối ngẫu của bài toán tối ưu đa trị với ràng buộc hỗn hợp
	Tập tiếp tuyến cấp cao
	Trên đạo hàm tiếp tuyến cấp cao
	Đối ngẫu của bài toán tối ưu đa trị với ràng buộc hỗn hợp
	Kết luận Chương 4

	Chương  Đối ngẫu Lagrange và điều kiện tối ưu điểm yên ngựa của bài toán tối ưu đa mục tiêu nửa vô hạn với ràng buộc biến mất
	Đối ngẫu Lagrange
	Tiêu chuẩn tối ưu điểm yên ngựa
	Kết luận Chương 5

	Chương  Điều kiện tối ưu cấp hai của bài toán tối ưu đa mục tiêu với ràng buộc biến mất
	Điều kiện cần tối ưu cấp hai
	Điều kiện đủ tối ưu cấp hai
	Kết luận Chương 6

	Chương  Kết luận và kiến nghị

